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Resumen. Este trabajo presenta un observador no lineal basado en la condicién
de observabilidad algebraica, que se obtiene a través de la estimacién algebraica
de las derivadas de orden finito de las sefiales de entrada y salida del sistema.
Para manipular las variables del sistema y sus derivadas se usan conceptos de
algebra diferencial. Para ilustrar la metodologia de disefio de los observadores
algebraicos se estiman las corrientes del rotor en el modelo del motor de
induccién jaula de ardilla basado en corrientes y voltajes de estator.

Palabras clave: Estimacién de estados, observador algebraico, reconstructor de
estado, algebra diferencial, motor de induccién jaula de ardilla.

1 Introduccion

Diseiiar un observador no lineal puede resultar una tarea dificil. Desde el punto de
vista tedrico tales dificultades provienen de: (i) singularidades dentro del mapeo de
observacion; (ii) que la propiedad de observabilidad dependa de la entrada; y (iii) la
necesidad de observadores de orden extendido en los casos donde determinar
observabilidad no cumple ante el criterio del rango completo de la matriz. Desde el
punto de vista practico las razones son: a) la presencia de perturbaciones y el ruido en
las mediciones; y b) la falta de precision en el modelo y en las condiciones iniciales
no conocidas.

En este articulo se considera el enfoque algebraico diferencial introducido por
Fliess [4], y aplicado en [6], [7] y [8). Desde esta perspectiva las variables de un
sistema se pueden expresar en términos de las entradas, de las salidas y de un
conjunto de sus derivadas de orden finito con respecto al tiempo.

La estimacién de las derivadas estd basada en la serie de Taylor truncada de la
sefial analitica. Utilizando la derivada algebraica es posible eliminar la influencia de
los valores iniciales en la estimacién [8]. Dicha estimacion se realiza a partir de un
filtro lineal, variante en el tiempo junto con una ecuacion de salida singular, esto
permite que la estimacion sea robusta ante perturbaciones y ruido de medicién. La
estimacion de los estados se define en términos de un problema de observacion, y se
realiza parametrizando los estados en funcion de las sefiales conocidas.

La metodologia se basa en conceptos de algebra diferencial, lo que hace posible la
manipulacién de sistemas polinomiales de ecuaciones diferenciales de manera
sistematica. El reconstructor de estados hace uso de un observador no lineal llamado
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observador algebraico, el cual posee una metodologia de disefio mas sencilla con
respecto a los observadores de entradas desconocidas. Para implementarse se requiere
que cumpla la condicién de observabilidad algebraica. El principal resuitado es la
estimacion de las corrientes del rotor en el motor de induccidn tipo Jaula de ardilla.

2 Algebra Diferencial

El dlgebra diferencial es una rama de las matemiticas que utiliza métodos del dlgebra
abstracta para estudiar las soluciones de los sistemas de ecuaciones diferenciales
parciales y ecuaciones ordinarias polinomiales no lineales. Esta es una generalizacion
del algebra conmutativa cldsica y esta basada principalmente en los trabajos de Ritt
[9] y Kolchin [5], de donde se citan las siguientes definiciones.

Definicién 1. Se dice que un campo conmutativo K de caracteristica cero, es un
campo diferencial si la operacion de derivacion esta definida en él. Entonces, para
cualesquiera dos elementos a y b que pertenecen al campo K, se tiene que:

1. @+b)=(a+b) 2. Z(ab)=ab+ba

Se dice que un elemento ¢ € K, donde K es un campo diferencial, es una constante
si se verifica que ¢ = 0. El conjunto de las constantes de K es un subcampo de K y se
le llama el campo de constantes.

Un campo puede estar incluido en otro campo mas grande. A esto, formalmente, se
le denomina extensiéon de campo.

Definicién 2. Una extension de campo diferencial, denotada por L/K, donde K yL
son campos diferenciales, satisface las condiciones siguientes: i) K es un subcampo
de L, (K € L)y ii) La diferenciacion en X es la restriccion de la diferenciacion de £
en K.

Definicién 3. Se dice que una extension de campos diferenciales L/K est4 generada
finitamente si existe un subconjunto S < L tal que L = K(S), es decir, L est4 generado
por el campo diferencial K y los elementos de S.

Ejemplo. R(e')/R es una extension de campos diferenciales, ya que Rc R(e).

En la resolucién de las ecuaciones polinomiales definidas en un campo es
fundamental determinar si sus raices también pertenecen a dicho campo. Cuando este
no es el caso, se necesita el concepto de extensién de campo para poder incluir en este
nuevo campo tanto a los coeficientes del polinomio como a sus raices. Si sucede que
los elementos de un campo arbitrario son raices de alguna ecuacién polinomial
entonces se dice que éstos son algebraicos; en caso contrario se les designa comé
elementos trascendentes. Para el caso diferencial formalmente tenemos las siguientes
definiciones:

Definicién 4. Se dice que un elemento §€L es algebraico diferencialmente sobre
K si, y sélo si, satisface una ecuacion algebraica diferencial P(E, ¢, ...,f(")) = 0 donde
P es un polinomio sobre X en la indeterminada § y un numero finito de sus derivadas,
La extension L/K es algebraica diferencialmente si, y sélo si, cualquier elemento de L
es algebraico diferencialmente sobre K.

Se dice que un elemento a € L es trascendental diferencialmente sobre K si, y sélo
si, éste no es algebraico diferencialmente sobre K. La extensiéon L/K es trascendental
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diferencialmente si, y sélo si, existe por lo menos un elemento de L que es
trascendental diferencialmente sobre K. Que un elemento a € L sea trascendental
diferencialmente sobre K significa que no existe sobre K una ecuacién algebraica
diferencial para la cual a es una de sus raices.

3 Condicién de Observabilidad Algebraica

El concepto de observabilidad algebraica es consecuencia de que la extensién de
campo diferencial G/k(u,y) sea algebraica, es decir, la informacién diferencial
completa esta contenida en k(u,y).

Que la extension de campo diferencial sea algebraica significa que todos los
elementos de G son algebraicos sobre el campo k(u,y), es decir, toda la informacion
del sistema se puede observar a partir de las entradas y de las salidas del mismo.

Como ejemplo, considere el sistema de control polinomial, no lineal de la forma:

{i(l)=A(x,u)
y(r)=h(xu) (1)

donde x(t) = (xy,..-.%,)T € R es el vector de estados, u(t) = (uy,..,u,) € R™ es el
vector de entradas, y(t) = (1,....¥,) € R” es el vector de salidas medibles. A y h son
funciones polinomiales, respectivamente.

Si las ecuaciones obtenidas mediante diferenciacion de las funciones de salida, sélo
contienen expresiones polinomiales, esto permite usar una nueva definicion de
observabilidad basada en la siguiente idea: /a variable de estado x;, i =1,..n es
observable si, y solo si, existe una relacion algebraica que asocie a cada x; con las
entradas, las salidas y un numero finito de sus derivadas con respecto al tiempo. Si
cada x; es la solucion de una ecuacion polinomial en U = (U®,UM,..) y en ¥ =
(Y©®,yW, ), entonces se sabe que dado un mapeo entrada~salida, éste corresponde
localmente a un tnico estado del sistema [1]. Como ejemplo, considérese el siguiente
sistema que se presenta en [6]:

3 (1)=x ()% () (1)
ik =x(0)u, (1) y(1)=x, 2)
3 =x()

En este caso se tiene un sistema observable, ya que los estados x;(t) y x;(t)
satisfacen las siguientes ecuaciones polinomiales

B(x)=x-y=0, B(x)=1x-y=0, uyz0 A3)

Por lo tanto, los estados x;(t) y x,(t) son observables algebraicamente sobre
R(u,y), de acuerdo con la siguiente definicion.

Definicién 5 [2). Para el sistema (1) un estado es observable algebraicamente con
respecto a K(u,y), si éste es algebraico sobre K(u,y). Cualquier dinamica con salida y
es observable algebraicamente si, y solo si, algin estado tiene esta propiedad.
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4 Analisis del Modelo del Motor de Induccion con Resistencias
Explicitas

En esta seccion se presenta el resumen del anlisis del modelo del motor de induccién
con resistencias explicitas y se determina la condicién de observabilidad algebraica
[3] para este sistema considerando lo que se menciond en la seccién anterior.

4.1 Caracteristicas del Motor de Induccién

El modelo del motor de induccién, descrito mas adelante por (12), que se considera
en este anilisis tiene la caracteristica de mantener explicitos los valores de las
resistencias de cada uno de los devanados del motor. En notacién matricial el modelo
del motor de induccién trifasico (subsistema eléctrico), se expresa por

)

abe _ pabe rabe d(z':k) abe _ abe d(,l,'b')
V: —R, 1: + dt Vr —R;“l, + dt
donde
T T
v:"':[v“ vb: va]T’ v:k=[var vb vcr] ’ I:k:[lax le Ia] ’

Ay A AT A*=[A A4 AL, I*=[L L L].
R =Rl R* =Rl

Aqui, a,b,c son las variables trifasicas; Aas,ps.Aes SON los enlaces de flyjo trifasicos
en el estator; Aqy, A5, A son los enlaces de flujo trifasicos en el rotor; Ius, Ips, Ies SON
las corrientes trifasicas de estator; I.,ls,l, son las corrientes trifasicas de rotor;
R, y R, son las resistencias de estator y rotor, respectivamente; Vas, Vps, Ves SON los
voltajes de estator y v,,,vs,, v son los voltajes de rotor, para este caso son cero.

Por medio de la teoria del marco de referencia se realiza un cambio de variables
trifasicas (abc) a bifisicas (gd0) por medio del cual es posible encontrar un modelo
del motor de induccion mas simple y equivalente al modelo trifasico. La
transformacion de variables trifasicas a bifasicas se lleva a cabo en el marco de
referencia fijo al estator (Transformacién de Park) [10]. Este cambio permite eliminar
los términos de las inductancias que dependen explicitamente de la posicion del rotor.

El modelo del motor de induccién trifasico, descrito por (4), al transformarse en el
marco de referencia arbitrario se convierte en

Koo (6)v" =Ko (G)R,*K;,'o (9)1{',,, (6)1* +K (a)p[K:o (8)K o (9)1’*] 5)
Kpuo(0-0)V" =K 1o (6=6,)R*K},(6-6,)K 1o (6) I +K 1y (8-6,) P[ K71 (8-6.)K o (6-6,) A

donde , cos@ cos(6-2m/3) cos(8+2m/3) 6)
K, (6)= s senf sen(6-2m/3) sen(0+2x/3)
2 12 2

es la matr{z de transformacién, 6 es la posicién del marco de referencia, y 0, es el
desplazamiento angular del rotor. Las expresiones en (5), se reducen a
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010
VI =k (O) V™ =k o (8) Rk gy (8) 11 + 00| =1 0 0 A1+ par® N
000
010
VI =k o (-0, ) = koo (0-6,) Rk (6-6,) 11 +(0-a,)| -1 0 0|4+ par® 8
0 00

donde V,"“, V,"“son los vectores de voltajes tanto de estator como de rotor en el
marco de referencia; A74°,23° son los vectores de los enlaces de flujo tanto de estator
como de rotor en el marco de referencia; @ es la velocidad del marco de referencia;
mientras que w, es la velocidad del rotor y p es el operador diferencial d/dt.

Se consideran resistencias desiguales en los devanados de estator y de rotor, con el
fin de dejar explicitos los valores de éstas en el modelo del motor {10}, asi resulta

R, 0 0
k,,o(&)k,“"k:,'o(a)=k,,,,(8) 0 R, O k;},(a)
0 0 R
2, 1. .1 3 2, 1, 1
;&.+Z&+E& {‘(&o-&) ;&.'3&.’3&
l 1 Js- &ll &L! &I)
= ‘E(R»‘&‘) 5(&"’&) T(RA‘&:) =({Ry Rn Ry 9)
l l ‘ J§ 1 &)l &)! Rll)
FR-GRe-gR '—6'(&"&) 3(&*&.*&)
De la misma manera, se obtiene la matriz de resistencias para el rotor
Rpll erl er)
k«o(o)&*k:o(o)= Ry Rn Ry (10)
Ry Ry Ry
Sustituyendo (9) y (10) en (5), se tiene
v][fo e0 o 0 ofz 0 0 M 0 O0[Ry Ry R, O 0 OT|[r,
vl lleoo0o o o offoz 0o oM O|[R, R, R, O 0 0]J|i,
w|l[o o0 o o offo 0L 00 0|Ry Ry Ry 0 0 0|l
wl o oo o0 (e-e)olM 0 0L 0 offo o o R, Ry Rl
wlllo 00-e-a) o ofo s o oL offo 0o o R, R, R0 an
v Lo oo o o ofo oo o0 o0g)jlo o o &, R, R
L o o0 A 0 o][r
0L 0 0MoO|]|L
0 0L 00 ofl
IM 0 0 o offfs,
oM o0 0L offs
000 0 0L)|h

donde vy, vas, Vos SON los voltajes de los devanados del estator; vgr,Var, Vo, son los
voltajes de los devanados del rotor; M es la inductancia mutua entre los devanados
de estator y de rotor; Igs, lys, Ios son las corrientes de los devanados de estator en el
marco de referencia; Ig,, Iz, lo, son las corrientes de los devanados del rotor en el
marco de referencia; L, yL, son las inductancias de los devanados de estator y de
rotor; Lys y Ly son las inductancias de dispersion de los devanados de estator y rotor.
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En notacién matricial, (11) se expresa como V = (WL + R)I + Lpl. Al despejar las
corrientes del motor de induccion de la expresion matricial se obtiene

pl = =L7V[LW + R} + L7'V.
La suposicion de que los circuitos estan balanceados permite descartar la secuencia

cero. Asi, el modelo del motor de induccion en funcion de las corrientes en el marco
de referencia fijo al estator y considerando resistencias desiguales en los devanados

del motor se presenta a continuacion [10]
I, =L R, +(SLR,; -EMnp@ )+ EMR,, [ +E(R,12 -npo LIMI, +ELv,,;
I, =&(LRy+ Minpo, )M -§L,R Iy +EM (npo, L, + R, +EMR o1, +EL V43
I, = EMR T+ E(Ryy + Lnp, Ml ~§ LR I+ SL(np0, L, - Ro2) o - S MY,y (12)
I, = &Ry - Lnp@,YMI o+ EMR 1+ EL,(np@, L, - RoM g -SL Rl y -E MV

donde Ry, Ryy son las resistencias de estator y rotor respectivamente para i,j=1 ...3de
acuerdo con las expresiones (9) y (10); § = 1/(LsL, = M?); n, esel numero de pares
de polos del motor; 7, es el par de carga; B es el coeficiente de friccion viscosa; J es
la inercia total; w, es la velocidad mecanica del rotor; Ips, las I gr  Iar SON las corrientes
de estator y rotor en el marco de referencia; vgs, Vgs SON los voltajes de alimentacion
en el marco de referencia. Los estados del sistema son las corrientes del estator, del
rotor y la velocidad del rotor. Las salidas medibles son las corrientes del estator (/o5 ©

I45) y la velocidad w, es decir yy = Igs, ¥2 = las, Y3 = @r.

4.2 Condicién de Observabilidad Algebraica para el Motor de Induccién.

Parg el caso del modelo del motor de induccién descrito por el sistema (12), se tiene
un sistema observable algebraicamente, ya que los estados Ips, las ¥ @r satisfacen las

" siguientes ecuaciones

Pl(1¢)=11:_yl =0, (13)
R (I)=1.-y.=0, (14)
f;(a),)=a),—y, =0, y,#0, i=L..,3 (15)

Los estados I, Is, se obtienen de (24) y (25). Por lo tanto, los estados I,
ldg,l,,,',{d, y w, son observables algebraicamente sobre R(x,y), y, de acuerdo con la
definicién 5, el sistema del motor de induccién (12) es observable algebraicamente.

S Estimacion Algebraica de las Derivadas

En eTta seccion se presenta la ecuacidn del filtro lineal, variante en el tiempo, basado
::t e dfsarrollo prgscntado en [8], con la ecuacion de salida, que permiten la
imacidn de las derivadas con respecto al tiempo de una sefal anal6gica medida.
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Una seiial temporal, analitica y(t), se puede aproximar después de algunos
instantes de tiempo t; mediante una expansién en una serie de Taylor truncada como
sigue

50= 5T )= 1(-0) (e

Esta serie de potencias se interpreta como k veces la integracion del sistema sin
entradas y condiciones iniciales yU=2(t,), con j =1,2,...,k, donde & es el orden de
aproximacion. Aplicando célculo operacional y la formula de Leibniz es posible
obtener un sistema lineal triangular de ecuaciones para calcular los estimados de las
derivadas de la sefial y(t). (El desarrollo completo se presenta en [8], seccién II).

Es posible obtener la siguiente formula recursiva para determinar las derivadas
y©)(¢) de la sefial y(t), donde 1< 6 <k—1ym=k-6—i,

B e S
=a(k.8.0) =b(k.6.m)

Este sistema lineal de ecuaciones se interpreta como un filtro lineal variante en el
tiempo con entradas variantes en el tiempo, que se expresa de la siguiente manera
2, (k,)=b(k, i,y (0) +2,,, (k.), i=l..k=2 318)
2y, (k.e)=b(k,k=1,1)y(r).
Al introducir los estados del filtro z(k,t) a partir de la ecuacién (18) se puede
formular una ecuacion para calcular las estimaciones de las derivadas
) (k+i-1)! k+i-j-1\(k-j-1)! (19)
()= (k=i- l)'l y(1)+ 2 i-j (k—x 1)! ,...., <2 (k1)
donde i=1,..,d. La Fig.l, muestra el esquema completo del reconstructor de
estados, el cual esta compuesto por el filtro lineal (18) junto con la ecuacion de salida
(19), y un observador algebraico que se obtiene parametrizando los estados del
sistema en términos de las seiales de salida medibles.

iy
> salidade °b‘°m' [
derivadas »_2ee 4o —>

i ! 1

1 .
@{""T_"""":["""" E

L - Reconstructor de estados ¢

Fig. 1. Esquema completo del reconstructor de estados.

La ecuacion (19) no estd definida sobre el intervalo de tiempo [0, €) con €
suficientemente pequefio, asi que esta ecuacion es valida solo para ¢ > . Las
ecuaciones del estimador algebraico de las derivadas usadas son: a) Ecuacién del
filtro
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2,(r)=-8820y()+2,(r) 2,(1) = 529200 y(¢) + 2, (1)
2,() =350y (1) + 2, (1) 2,(£) ==352800y (1) + 2, (1) 20
2,(1)=—294000y (1) +2,(r) 2,(r) = 5040y (r)
b) Ecuaci6n de salida para estimacién de las dos primeras derivadas
50=2yr ka0, 3OS0+ R0 520 @D
6 Diseiio del Observador Algebraico para las Corrientes del

Rotor

efo de los observadores algebraicos para la

En esta seccién se presenta el dis
onibles

estimacién de las corrientes de rotor, I € a4, las cuales no se encuentran disp

para su medicién.
El analisis parte del modelo del motor de induccién con resistencias explicitas,
imacion para las corrientes

descrito por (12), este analisis consiste en encontrar una esti
del rotor dejando a éstas en funcién solo de las salidas medibles (corrientes de estator

Ipsely, ydela velocidad del rotor w, ), de las entradas (voltajes del estator v, y va),
y de sus derivadas. El diagrama a bloques del disefio se presenta en la Fig. 2.

(luafw-2.)
Yo " (1,
Motorde |[lus = g
Kapves Fa ) induccion [ar] 3] oo o > 1,
F—>
LMR B > = 9
LneRe J e }‘ o =S (1Y)

L W mpi, =‘f(lm¢.,y,¢.‘¢.)

¥
AA
A

S§

Fig. 2. Esquema de disefio de los observadores algebraicos para las corrientes del rotor.

A continuacién se presenta el desarrollo de los célculos para determinar las
expresiones para la estimacién de cada una de las corrientes de rotor. Se consideran
los siguientes coeficientes para simplificar la manipulacion de la ecuacion de I, de
acuerdo a (12)

A=ELR,; A=ER,L; A=inM' A =EMR,; A4 =ER,M; A =EnLM; A, =L,

La ecuacién para I,s que se obtiene del modelo del motor de induccién, descrito en

(12), se expresa entonces como

dl, 22
th =—Al, -l —Aol, +Al +Al, A0l + A4V, @)
Se consideran los siguientes coeficientes para simplificar la manipulacién de la

ecuacién de I, de acuerdo a (12)
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=ELRy; By=én,M*; By=EL Ry, B,=ER\M; By=gn LM; B,=EMR,,;; B, =¢L,
La ecuacién para 4 que se obtiene del modelo del motor de induccién, descrito en
(12), se expresa entonces como

dr,
S4Bl +Bwl,~Bl.+Bl, +Bol, + Bl +BY, %)
Para la estimacion de la corriente del rotor de la fase del eje q se tiene
Iy Al (AtAo)l, a1, AB-Bo)l, ABI,,
A4 A 4, A5, A5, A,B,
+ABY, Aol A0 (B-Bo)l, AwBl, AwBV, AV,

;=L 4B 4 B, A.B, AB, 4,5, 4,
" l-»A’Bi _ABo, A.\w_B AGB:,aa 24)
AB, AB, AB, AB,

Para la estimacion de la corriente del rotor de la fase del eje d se tiene

B, _BAl, BAl, BA®l,,

Ia_.,(_B'_"ﬂ"_')_lu.,_‘ﬁ’.

B, B, B, AB, AB, AB,  AB,
LB, _Bo, ln_BoAl, BoAl,_ f:_'!-"l".x,l o, BA0N, VW,
;L AB AB 4B, A,B, 4.8, A8, B,
‘ A8, _ABo,_BAdw, Aw’B (25)
A‘ B‘ A‘ B‘ A‘ B‘ Al B‘

Los pardmetros utilizados para la simulacién del modelo se muestran en la Tabla 1.

Tabla 1. Pardmetros de simulacién del modelo del motor de induccion Jaula de Ardilla.

owemnaard o ITORigieRmaM. lorsstaWnidades «aatina2ari Mot ronssemesmne V| Oramagetd nidudose

No. polos 4 - Xis 0.754 i1
Frecuencia 60 Hz Xir 0.754 aQ
Voltaje de entrada 220 v M 26.13 Q
Rs 0.435 [1] TL 11.9 N'm
Rr 0.816 1] J 0.089 Kg-m?

La Fig. 3 muestra las grificas de las corrientes del rotor estimadas I, € /s
obtenidas del observador algebraico contra las que se obtienen de la salida del modelo
del motor de induccidn.

Corrientes de la fase "q" del rotor Iw Corrientes de la fase "d" del rotor l*

T =i
el

10! L

lEHIHlMlIH_ |
i

sof

02 0.4 0.6 0.8 0 02 0.4 0.6 0.8
tiempo seg tlempo seg

Fig. 3. Comparacién de las corrientes del rotor /,, € I, estimadas y “reales”.
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La Fig. 4 muestra la estimacion de las corrientes, la cual es bastante répida.

Corrientes de la fase "q" del rotor | ar Corrlentes de |a fase "d” del rotor Iy
= e .wﬁ , e
R i ) l Lalide
8 | , I , | MAM Mﬂvﬁvﬁv AAARAS g 80 I
: i E -fiiii
£ =<t » Y
-100 <560
"w( 0.4 0.2 0.3 0.4 6.8 =160, 0.1 6.2 5.3 0.4 °.5
tiempo seg tiempo seg
Fig. 4. Estimaci6n rdpida de las corrientes del rotor.
7 Conclusiones

Se logré resolver el problema de la estimacion de las corrientes del estator para el
motor de induccién tipo jaula de ardilla, empleando la condicién de observabilidad
algebraica y el enfoque algebraico diferencial. Se sugiri6 una metodologia para el
desarrollo de los observadores algebraicos para las corrientes y se realizaron las
simulaciones convenientes. Esta metodologia sugerida se presenta con miras a
resolver a futuro el problema del diagnéstico y estimacion de fallas en el motor de

induccion.
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